Czas sortowania EXTERNAL SORT dla PUW by wojmos ;-)

Mamy do posortowania nieuporzadkowany plik z 10 min rekorddéw, kazdy o dtugosci 200
bajtow. Caty plik zawiera wiec 20 mld bajtéw. Strona zawiera 20 rekordéw.

»

20 mld baitéw, czyli 10 mIn rekordéw, czyli 0,5 min stron

|
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Nasz bufor potrafi wczyta¢ dane o wielkosci 1 strony (jest to tak zwany bufor
jednostronicowy). Zatézmy, ze nasz automat sortujgcy ma 2 bufory wejsciowe (czyli
potrafi zapamieta¢ dane z 2 stron) i jeden wyjsciowy. Te pierwsze uzywane sg do
pobierania danych z pliku zréodtowego, za$ drugi — do zapisywani wyniku.

Algorytm dziata nastepujaco:

W przebiegu pierwszym wczytujemy kolejne pary stron (STRONA1-STRONA2, STRONA3-
STRONAA4 itp.). Zatézmy, ze jesteSmy w pierwszym kroku, czyli:

Do bufora wejsciowego 1 trafita pierwsza strona pliku (czyli rekordy 1-20), a do bufora
wejsciowego 2 trafita druga strona pliku (czyli rekordy 21-40). Bufor ma niewielkq
wielkos$¢, wiec jego zawarto$¢ mozna tatwo posortowa¢ w RAM (np. metodq QuickSort).
Otrzymujemy 2 bufory wejsciowe, w ktérych sg posortowane rekordy.

Teraz trzeba dokona¢ kolejnego sortowania — czyli z dwoch posortowanych ,kawatkow”
(buforl i bufor2) ufozy¢ jeden kawatek posortowany (Merge-Sort). Nasz automat
sortujacy ma wszystkie dane w pamieci, wiec po prostu bedzie poréwnywat kolejne
elementy z buforal i bufora2, mniejszy umieszczajac w buforze wyjsciowym.

Operacja ta zostanie powtorzona dla wszystkich par stron (par takich jest oczywiscie
250000). W jej wyniku otrzymamy plik wyjsciowy, ktory sktada sie z posortowanych
»Ciagow” danych o dtugosci 2 stron. Cigg taki skrypt nazywa sekwensem. W tej chwili
sekwensow jest 250000, a kazdy liczy sobie 2 strony (czyli 40 rekorddw).

Zastanéwmy sie, ile odczytow stron potrzeba do takiego przebiegu? Oczywiscie 500000 -
bo kazda strona musi by¢ ,przeczytana”.

Drugi krok algorytmu bedzie podobny. Algorytm bedzie teraz poréwnywat sekwensy.
Innymi stowy: pierwszy rekord sekwensul z pierwszym rekordem sekwensu 2.



Oczywiscie bufor moze jednorazowo przechowac jedynie 1 strone (bo ma taka wielkosc),
ale to nie szkodzi, poniewaz w odpowiedniej chwili po prostu wczyta nastepna.

Postuzmy sie na chwile prostszym przyktadem, aby zobrazowac to dziatanie:

Zatézmy ze nasz plik wyglada tak:
[2[17{21] 9 [32][ 6 [15] 6 [41] 3 [18]10]

Dla uproszczenia przyjmijmy, ze kazda kratka to jeden rekord, a przy okazji, ze
nasza strona ma pojemnos$¢ doktadnie jednego rekordu.

Tak wyglada przebieg pierwszego sortowania (zaznaczytem wartosci
wczytywane jednoczesnie do buforéw wejsciowych) i wygenerowane sekwensy
(kazdy z nich ma dtugosc¢ 2 stron):

[2117] 9 [21] 6 [32] & [15] 3 [41]10[18

Dalszy schemat postepowania pokazuje jedynie pierwsze scalanie drugiego
przebiegu (czyli sortowanie sekwensu 2-17 i 2-21):

2 [17] 9 [21]
WEJSCIE WY JSCIE
bufory: [2[ 9 IT
bufory: {178 s
bufory: {1721 17
bufory: 2 E

Jak wida¢, w pierwszej operacji, do bufora wczytaliSmy pierwsze strony obu
sekwensow (czyli 2 i 9). Z porédwnania wynika, ze 2 jest mniejsze (wiec zostaje
umieszczone w buforze wyjsciowym). Algorytm potrzebuje teraz zastgpic
mniejszg wartos¢ (czyli 2) wartoscig kolejnej strony tego samego sekwensu. W
naszym przypadku strona ta zawiera warto$¢ 17. Poniewaz 9<17, wiec tym
razem do bufora wyjsciowego wylatuje 9, a automat doczytuje 21 (kolejna
strona z tego sekwensu, do ktérego nalezata ,wyrzucona na wyjscie” liczba).

Ja wida¢, po kolejnym przejsciu algorytmu, nasz plik bedzie sie sktadat z
nastepujacych sekwensow:

[2]a[17[21] 6|6 [15]32] 3 [10[18]41]

Ile byto odczytéw stron? Oczywiscie tyle, ile jest ich w pliku (kazda musi byc¢
przeczytana i umieszczona na wyjsciu). tatwo zauwazy¢, ze liczna ta jest stata
w kazdym przebiegu, bo co prawda spada dwukrotnie liczba sekwensdw, ale za
to sq on dwukrotnie diuzsze.

Nawiasem mowiac, jesli nie ma sekwensu ,,do sparowania”, to po prostu zostajq
~puste miejsca”. Kolejne kroki naszego przyktadu to:

216 6] 9l15[17]21]32] 3 [10]18]41]

[ 2] 3| 6] 6] s[10[15][17]18]21]32[41]

Po tej krétkiej dygresji wracam do ,,duzego” przyktadu:



Powstajq trzy pytania:
1. Ile operacji wczytania strony ma miejsce podczas kazdego przebiegu?
2. Ile operacji zapisania strony ma miejsce podczas kazdego przebiegu?
3. Ile przebiegbéw zostanie przeprowadzonych?

OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest tatwa — N, czyli tyle, ile stron liczy dany plik (co jest
logiczne, bo przeciez wszystkie musza byc¢ odczytane). Innymi stowy - w naszym
przyktadzie bedzie to ZAWSZE 500000. Ile jest zapisow? Oczywiscie tyle samo.
WNIOSEK: w takim przypadku liczba operacji = 2N (gdzie N - liczba stron w pliku)

OdpowiedZz na pytanie trzecie jest trudniejsza. Za ,zerowym” przejsciem, dtugosc
sekwensu wynosi 1 strone. Za kazdym razem dtugos¢ sekwensu ulega podwojeniu.
Innymi stowy, trzeba zbadac¢ za ktéorym podwojeniem, dtugos$¢ sekwensu bedzie réwna
liczbie stron pliku (lub od niej wieksza). Innymi stowy, wzér na liczbe przebiegéow wynosi:

X= !—Iog2 N_|+1, gdzie N jest liczbg stron (nie: rekorddow) w pliku.

Operator ]—a—| to nic innego jak tzw. ,sufit” czyli najmniejsza liczba catkowita rowna lub

mniejsza od a (czyli zaokraglenie w gore).
Warto tez przypomniec¢ twierdzenie o zamianie podstawy logarytmu (na kalkulatorze
mamy zwykle log, czyli logi,.

logN _InN

log, N = =—
9: log2 In2

W naszym przypadku:
x=[log, N]+1=x=[log, N|+1=[18,4]+1=19+1=20
Jaki jest wiec sumaryczny czas catej operacji?

ilos¢ przebiegow * czas przebiegu
20 * 2N* czas_operacji_IO

W naszym przypadku:
T = 20*1000000*0,025s = 138,8 GODZIN
To nadal duzo, trzeba wiec zastosowac jakis mechanizm przyspieszania.

Najprosciej zastosowac wiekszy bufor (zwany buforem wielostronicowym). Zauwazmy, ze
bufor o dwukrotnie wiekszej pojemnosci oznacza taka samag sytuacje, jak dwukrotnie
mniejsza liczba stron.

W zwigzku z tym, przy k-razy wiekszym buforze wejsSciowym zmniejszy sie liczba
przebiegéw:

xz[logzg—l +1

N - liczba stron
k - ilo$¢ stron, ktére mieszczg sie jednoczesnie w buforze

W naszym przypadku dwukrotnie wiekszego bufora bedzie liczba przebiegdw wynosi 18.
Przy 10 krotnie wiekszym buforze - 17 itp.



Sortowanie wielobuforowe polega na powiekszeniu liczby buforow wejsciowych (w
metodzie klasycznej mamy oczywiscie tylko 2 wejsciowe). Oczywiste jest, ze jesli mamy
3 bufory, to woéwczas dtugos¢ sekwensu rosnie w kazdym przebiegu 3 razy (a nie 2), zas
liczba sekwensow spada 3 krotnie.

Innymi stowy, kiedy mamy m buforéw, wzoér na liczbe przej$é algorytmu wyglada
nastepujaco:

x=[log, N]+1

I ostatecznie, wzér na przypadek m bufordéw, z ktérych kazdy miesci k stron:

xz[logm%l+l

N - liczba stron
k - ilosc¢ stron, ktére mieszczg sie jednoczesnie w buforze
m - liczba buforéw

Na zakonczenie dodam tylko, ze w naszych rozwazaniach nie uwzgledniliSmy czasu
sortowania rekordéw na jednej stronie, ale poniewaz dzieje sie to w pamieci RAM - to
jest on zaniedbywanie maty.

Z punktu widzenia algorytmow, opisane sortowanie to MERGE-SORT (skrypt ttumaczy to
dos¢ niezrecznie jako ,dostawianie”, podczas gdy poprawna nazwa to sortowanie przez
scalanie)



